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Ââåäåíèå

Â ýòîé ðàáîòå ââîäÿòñÿ è èçó÷àþòñÿ íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ êëàññè÷å-

ñêîãî ïîíÿòèÿ î-ìèíèìàëüíîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî ìîäåëü íàçûâàåòñÿ î-

ìèíèìàëüíîé, åñëè ëþáîå åå îïðåäåëèìîå ïîäìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îáúåäè-

íåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà èíòåðâàëîâ. Çäåñü è â äàëüíåéøåì "îïðåäåëèìîå"

îçíà÷àåò "îïðåäåëèìîå ñ ïàðàìåòðàìè".

Ïîíÿòèå î-ìèíèìàëüíîñòè áûëî âïåðâûå ââåäåíî è èçó÷àëîñü äëÿ îáî-

ãàùåíèé âåùåñòâåííî çàìêíóòûõ ïîëåé â ðàáîòå [1℄, à â îáùåì òåîðåòèêî-

ìîäåëüíîì ñëó÷àå â ðàáîòå [2℄. Èìåþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå îáîáùåíèÿ ýòî-

ãî ïîíÿòèÿ: ñëàáàÿ î-ìèíèìàëüíîñòü [3℄, [4℄; êâàçè-î-ìèíèìàëüíîñòü [5℄;

ñëàáàÿ êâàçè-î-ìèíèìàëüíîñòü [6℄; î-ìèíèìàëüíîñòü äëÿ ðåøåòî÷íî óïî-

ðÿäî÷åííûõ ìîäåëåé [7℄, [8℄; C-ìèíèìàëüíîñòü [9℄; (ñëàáàÿ, êâàçè-) p.o.-
ìèíèìàëüíîñòü [10℄; (ñëàáàÿ, êâàçè-) ìóëüòè-p.o.-ìèíèìàëüíîñòü, (ñëàáàÿ,
êâàçè-) ìóëüòè-R-ìèíèìàëüíîñòü [11℄.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì îáîáùåíèÿ î-ìèíèìàëüíîñòè, â êîòî-

ðûõ êëþ÷åâîå óñëîâèå â îïðåäåëåíèè î-ìèíèìàëüíîñòè � êîíå÷íîñòü ÷èñëà

èíòåðâàëîâ � îñëàáëÿåòñÿ äî óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ â êàæäîì îïðåäåëè-

ìîì ìíîæåñòâå (èëè â íåêîòîðûõ îïðåäåëèìûõ ìíîæåñòâàõ) ìàêñèìàëü-

íîãî èíòåðâàëà (èëè ÷åãî-òî ïîäîáíîãî) è òåì ñàìûì ïîëó÷èâ ïîíÿòèÿ λ-î-
ìèíèìàëüíîñòè, λ-sub-o-ìèíèìàëüíîñòè, ñëàáîé λ-p.o.-lin-ìèíèìàëüíîñòè.

Â � 1 ìû ïîêàæåì, ÷òî åñëè ëèíåéíûé ïîðÿäîê â ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ïëîò-

íûì è ìîäåëü 2-î-ìèíèìàëüíà, òî îíà î-ìèíèìàëüíà.

Êðîìå òîãî, â � 1 áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ 2-sub-î-ìèíèìàëüíàÿ ãðóï-
ïà ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé è äåëèìîé, à ëþáîå 2-sub-î-ìèíèìàëüíîå êîëüöî ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëåì.

Â � 2 ìû äîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëèìàÿ â ìîäåëè ñëàáî

ïëîòíî-p.o.-ìèíèìàëüíîé ñëàáî ω-p.o.-lin-ìèíèìàëüíîé òåîðèè è ñîãëàñî-

âàííàÿ ñ ïîðÿäêîì, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ìîíîòîííîé. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëü-

òàò äëÿ �óíêöèé, îïðåäåëèìûõ â ìîäåëÿõ ñëàáî î-ìèíèìàëüíûõ òåîðèé,

áûë ïîëó÷åí â [4℄. Äëÿ �óíêöèé, îïðåäåëèìûõ â ìîäåëÿõ î-ìèíèìàëüíûõ

òåîðèé, â [2℄ áûë ïîëó÷åí áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò. (Çàìåòèì, ÷òî â [4℄

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2024, Òîì 27, � 2, C. 99-110

Mat. Trudy, 2024, vol. 27, no. 2, pp. 99-110



Êóäàéáåðãåíîâ Ê.Æ. 101

è [2℄ ëèíåéíûé ïîðÿäîê, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ñëàáî î-

ìèíèìàëüíîé èëè î-ìèíèìàëüíîé, ïðåäïîëàãàåòñÿ ïëîòíûì.)

� 1. λ-î-ìèíèìàëüíîñòü

Â äàëüíåéøåì "èíòåðâàë" áóäåò îçíà÷àòü "îòêðûòûé, ïîëóîòêðûòûé

èëè çàìêíóòûé èíòåðâàë". ×åðåç ⌊a, b⌋ áóäåì îáîçíà÷àòü èíòåðâàë ñ êîí-

öàìè a è b, à ÷åðåç (a, b) � îòêðûòûé èíòåðâàë ñ êîíöàìè a è b.
Ìîäåëè áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç M è N , à èõ îñíîâíûå ìíîæåñòâà �

÷åðåç M è N ñîîòâåòñòâåííî. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A îáîçíà÷èì ÷åðåç

|A|. ×åðåç λ áóäåì îáîçíà÷àòü êàðäèíàëû, ÷åðåç ω � ïåðâûé áåñêîíå÷íûé

êàðäèíàë. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïîëíûå òåîðèè.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Èíòåðâàë I íàçîâåì λ-èíòåðâàëîì, åñëè |I| ≥ λ.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííóþ ìîäåëü M = (M,<, . . . )
íàçîâåì

- λ-o-ìèíèìàëüíîé, åñëè ëþáîå áåñêîíå÷íîå îïðåäåëèìîå ìíîæåñòâî â

M ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé λ-èíòåðâàë;
- ïëîòíî-λ-o-ìèíèìàëüíîé, åñëè ëèíåéíûé ïîðÿäîê â ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ

ïëîòíûì è ìîäåëü λ-o-ìèíèìàëüíà.

ßñíî, ÷òî åñëè ìîäåëü ïëîòíî-2-o-ìèíèìàëüíà, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïëîòíî-

ω-o-ìèíèìàëüíîé.

Òåîðåìà 1.1. Åñëè ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ïëîòíî-2-o-ìèíèìàëüíîé, òî îíà
î-ìèíèìàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � áåñêîíå÷íîå îïðåäåëèìîå ïîäìíîæåñòâî

2-î-ìèíèìàëüíîé ìîäåëè M. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

(i) A ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà èíòåðâàëîâ.

Äëÿ ýòîãî èíäóêöèåé ïî n < ω îïðåäåëèì ìàêñèìàëüíûå 2-èíòåðâàëû

In ⊆ A. Â ñèëó 2-î-ìèíèìàëüíîñòè ìîäåëè M áåñêîíå÷íîå îïðåäåëèìîå

ìíîæåñòâî A ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé 2-èíòåðâàë I0. Äëÿ n > 0 åñëè îïðå-
äåëèìîå ìíîæåñòâî An = A\

⋃
i<n Ii áåñêîíå÷íî, òî ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëü-

íûé 2-èíòåðâàë In ⊆ An. Åñëè An êîíå÷íî, òî (i) äîêàçàíî.

Ïóñòü B � ìíîæåñòâî ëåâûõ êîíöîâ ìàêñèìàëüíûõ 2-èíòåðâàëîâ, ñî-

äåðæàùèõñÿ â A. ßñíî, ÷òî B ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèìûì. Åñëè An áåñêîíå÷íî

äëÿ âñåõ n < ω, òî è B áåñêîíå÷íî. Ïîýòîìó äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî B êîíå÷íî.

Äëÿ ëþáîãî a ∈ B îáîçíà÷èì ÷åðåç a′ ïðàâûé êîíåö ñîîòâåòñòâóþùåãî
ìàêñèìàëüíîãî 2-èíòåðâàëà, a′ ∈ M ∪ {∞}.
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Äîïóñòèì, ÷òî B áåñêîíå÷íî. Â ñèëó ïëîòíî-2-î-ìèíèìàëüíîñòè ìîäåëè

M è îïðåäåëèìîñòè ìíîæåñòâà B ñóùåñòâóåò 2-èíòåðâàë J ⊆ B. Ïóñòü
a1, a2 ∈ J , a1 < a2.

Ñëó÷àé 1. a2 < a′1.

Òîãäà åñëè a′2 ≤ a′1, òî

⌊a2, a
′

2⌋  ⌊a1, a
′

1⌋ ⊆ A,

à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ⌊a2, a
′
2⌋ � ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë, ñîäåðæà-

ùèéñÿ â A.
Åñëè a′1 < a′2, òî

⌊a1, a
′

1⌋  ⌊a1, a
′

2⌋ = ⌊a1, a
′

1⌋ ∪ ⌊a2, a
′

2⌋ ⊆ A,

à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ⌊a1, a′1⌋ � ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë, ñîäåðæà-
ùèéñÿ â A.

Ñëó÷àé 2. a′1 ≤ a2.

Òîãäà â ñèëó ïëîòíîñòè ëèíåéíîãî ïîðÿäêà ìîäåëè íàéäåòñÿ ýëåìåíò

a3 ∈ (a1, a
′
1) ⊆ J ⊆ B. �àññóæäàÿ êàê â ñëó÷àå 1 ñ çàìåíîé a2 è a′2 íà a3 è

a′3, ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæåíèå î áåñêîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà B ïðèâîäèò

ê ïðîòèâîðå÷èþ. Çíà÷èò, B êîíå÷íî è òåîðåìà äîêàçàíà. �

Èòàê, ïëîòíàÿ 2-î-ìèíèìàëüíîñòü âëå÷åò î-ìèíèìàëüíîñòü. Íî â ñëó-

÷àå 1-î-ìèíèìàëüíîñòè ýòî íå òàê.

Ïðèìåð. Ìîäåëü M = (M,<, P ), ãäå (M,<) � ìíîæåñòâî âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë ñ îáû÷íûì ïîðÿäêîì, à P � óíàðíûé ïðåäèêàò, âûäåëÿþùèé

ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ÿâëÿåòñÿ ïëîòíî-1-î-ìèíèìàëüíîé, íî íå

î-ìèíèìàëüíîé.

Äåéñòâèòåëüíî, ëèíåéíûé ïîðÿäîê â M ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ìîäåëèN òåîðèè Th(M), ëþáîé ω-
íàñûùåííîé ìîäåëè N ′

òåîðèè Th(M), ëþáîãî êîíå÷íîãî B ⊆ N è ëþáîãî

a ∈ N êàæäûé èçîìîð�èçì èç N (B) â N ′
ïðîäîëæàåòñÿ äî èçîìîð�èçìà

èç N (B ∪ {a}) â N ′
, ãäå N (X) � ïîäìîäåëü â N , ïîðîæäåííàÿ ìíîæå-

ñòâîì X . Òîãäà â ñèëó [12, � 39, ïðåäëîæåíèå 2℄ òåîðèÿ Th(M) äîïóñêàåò
ýëèìèíàöèþ êâàíòîðîâ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå íåïóñòîå îïðåäåëèìîå ìíîæåñòâî âM ÿâëÿ-

åòñÿ íåêîòîðîé áóëåâîé êîìáèíàöèåé èíòåðâàëîâ è ìíîæåñòâà P , à ïîòîìó
ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë. (Íàïðèìåð, P ñîäåðæèò ìàêñèìàëü-

íûé îäíîýëåìåíòíûé çàìêíóòûé èíòåðâàë.)
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Ñëåäîâàòåëüíî, ìîäåëü M ÿâëÿåòñÿ 1-î-ìèíèìàëüíîé.

Ìíîæåñòâî P íå ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà èíòåðâàëîâ,

ïîýòîìó M íå ÿâëÿåòñÿ î-ìèíèìàëüíîé.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

- ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ λ-sub-o-ìèíèìàëüíîé, åñëè
ëþáàÿ åå íåòðèâèàëüíàÿ îïðåäåëèìàÿ ïîäãðóïïà ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé

λ-èíòåðâàë;
- ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå êîëüöî ÿâëÿåòñÿ λ-sub-o-ìèíèìàëüíûì, åñ-

ëè ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ îïðåäåëèìàÿ ïîäãðóïïà åãî àääèòèâíîé ãðóïïû

ÿâëÿåòñÿ λ-sub-o-ìèíèìàëüíîé.

Òåîðåìà 1.2. Ëþáàÿ 2-sub-o-ìèíèìàëüíàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé

è äåëèìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ëåììû 1.3 è òåîðåìû 1.4. �

Ëåììà 1.3. Åñëè ãðóïïà 2-sub-o-ìèíèìàëüíà, òî îíà íå èìååò íåòðè-
âèàëüíûõ îïðåäåëèìûõ ñîáñòâåííûõ ïîäãðóïï.

Òåîðåìà 1.4. Ëþáàÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííàÿ ãðóïïà, âñå îïðåäåëèìûå

ïîäãðóïïû êîòîðîé âûïóêëû, ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé è äåëèìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.3. Ïóñòü H � íåòðèâèàëüíàÿ îïðåäåëèìàÿ

ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà 2-sub-î-ìèíèìàëüíîé ãðóïïû G (çàïèñûâàåìîé àä-

äèòèâíî). Òîãäà H ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé 2-èíòåðâàë I. Ïóñòü a è b �
ãðàíè÷íûå òî÷êè èíòåðâàëà I, a < b. Äëÿ ëþáîãî c ∈ I ñäâèã x 7→ x − c
ïåðåâîäèò I â èíòåðâàë I0 ⊆ H , ñîäåðæàùèé 0. Òàê êàê H � ïîäãðóïïà, òî

x ∈ H ⇔ −x ∈ H äëÿ ëþáîãî x. Îòñþäà è èç òîãî, ÷òî H 6= G, ñëåäóåò,
÷òî −∞ < a è b < ∞.

Åñëè a ∈ I, òî ñäâèã x 7→ x − a ïåðåâîäèò I â èíòåðâàë J ⊆ H ñ

ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè 0 ∈ J è b− a. Èíòåðâàë J ìàêñèìàëåí, òàê êàê åñëè

áû ñóùåñòâîâàë èíòåðâàë J ′ ⊆ H ñ óñëîâèåì J  J ′
, òî ñäâèã x 7→ x + a

ïåðåâåë áû J ′
â èíòåðâàë I ′ ⊆ H òàêîé, ÷òî I  I ′, à ýòî ïðîòèâîðå÷èëî

áû ìàêñèìàëüíîñòè èíòåðâàëà I. Íî x ∈ H ⇔ −x ∈ H äëÿ ëþáîãî x,
ïîýòîìó J íå ìîæåò áûòü ìàêñèìàëüíûì èíòåðâàëîì â H . Çíà÷èò, a /∈ I.
Ïî àíàëîãè÷íîé ïðè÷èíå b /∈ I.

Òàê êàê I 6= ∅, òî ñóùåñòâóåò c ∈ I. Ñäâèã x 7→ x − c ïåðåâîäèò I â

ìàêñèìàëüíûé â H èíòåðâàë J = (a − c, b − c), ñîäåðæàùèé 0. Òàê êàê

x ∈ H ⇔ −x ∈ H äëÿ ëþáîãî x, òî J èìååò âèä (−h, h).
Òàê êàê |J | = |I| ≥ 2, òî ñóùåñòâóåò h′ ∈ J ⊆ H òàêîé, ÷òî h′ > 0.

Òîãäà 0 < h−h′ < h, îòêóäà h−h′ ∈ J ⊆ H è ïîòîìó h = (h−h′)+h′ ∈ H ,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè J . �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.4 ìîæíî íàéòè â [6℄, îíî äîñëîâíî ïîâòî-

ðÿåò äîêàçàòåëüñòâî ñîîòâåòñòâóþùåé ëåììû äëÿ ñëàáî î-ìèíèìàëüíûõ
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ãðóïï èç [4℄. Íî ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì è êîðîòêèì,

òî äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ìû åãî âîñïðîèçâåäåì.

Ïóñòü (G,+, 0, <, . . . ) � ãðóïïà, î êîòîðîé èäåò ðå÷ü, g, h ∈ G è 0 <
h < g. Òàê êàê öåíòðàëèçàòîð CG(g) ýëåìåíòà g ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèìîé è

ïîòîìó âûïóêëîé ïîäãðóïïîé è 0, g ∈ CG(g), òî h ∈ CG(g). Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî G àáåëåâà.

Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà n â ñèëó àáåëåâîñòè ãðóïïû

G ìíîæåñòâî nG = {ng : g ∈ G} ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèìîé è ïîòîìó âûïóêëîé
ïîäãðóïïîé, êîí�èíàëüíîé â G. Ñëåäîâàòåëüíî, nG = G, îòêóäà âûòåêàåò,
÷òî G äåëèìà. �

Òåîðåìà 1.5. Ëþáîå 2-sub-î-ìèíèìàëüíîå êîëüöî ñ íåíóëåâûì óìíî-

æåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ëåììû 1.3 è ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ,

äîêàçàííîãî â [5℄: ëþáîå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå êîëüöî ñ íåíóëåâûì óìíî-

æåíèåì, àääèòèâíàÿ ãðóïïà êîòîðîãî íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ îïðåäåëè-

ìûõ ñîáñòâåííûõ ïîäãðóïï, ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. �

� 2. Ñëàáàÿ λ-p.o.-lin-ìèíèìàëüíîñòü

Îïðåäåëåíèå 2.1. (1) Ìîäåëü M = (M,≤, . . . ), ãäå (M,≤) � ÷àñòè÷-
íûé ïîðÿäîê, íàçîâåì ñëàáî λ-p.o.-lin-ìèíèìàëüíîé, åñëè ëþáîå áåñêî-

íå÷íîå îïðåäåëèìîå ìíîæåñòâî â M ñîäåðæèò ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûé

λ-èíòåðâàë.
(2) Òåîðèþ íàçîâåì ñëàáî λ-p.o.-lin-ìèíèìàëüíîé, åñëè ëþáàÿ åå ìî-

äåëü ÿâëÿåòñÿ ñëàáî λ-p.o.-lin-ìèíèìàëüíîé.

Òåîðåìà 2.1. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) ìîäåëü M ñëàáî λ-p.o.-lin-ìèíèìàëüíà;

(2) äëÿ ëþáîé îïðåäåëèìîé óíàðíîé �óíêöèè f â ìîäåëè M è ëþáîãî

áåñêîíå÷íîãî îïðåäåëèìîãî ìíîæåñòâà I ⊆ dom(f) ñóùåñòâóåò λ-èíòåðâàë
J ⊆ I òàêîé, ÷òî f ↾ J ëèáî ïîñòîÿííà, ëèáî èíúåêòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1)⇒(2). Ïîëàãàÿ E(x, y) ⇔ f(x) = f(y), ïîëó÷èì
îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè E íà I.

Åñëè ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íûé E-êëàññ A, òî â ñèëó îïðåäåëèìîñòè A è

ñëàáîé λ-p.o.-lin-ìèíèìàëüíîñòè M ñóùåñòâóåò λ-èíòåðâàë J0 ⊆ A. Òîãäà
f ïîñòîÿííà íà J0.

Åñëè êàæäûé E-êëàññ êîíå÷åí, òî ìíîæåñòâî B ìèíèìàëüíûõ ýëåìåí-

òîâ âñåõ E-êëàññîâ áåñêîíå÷íî è îïðåäåëèìî. Òîãäà ñóùåñòâóåò λ-èíòåðâàë
J1 ⊆ B, ëþáûå äâà ýëåìåíòà êîòîðîãî ñðàâíèìû è ïîòîìó íå ìîãóò áûòü
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ìèíèìàëüíûìè ýëåìåíòàìè îäíîãî è òîãî æå E-êëàññà. Ñëåäîâàòåëüíî,
�óíêöèÿ f èíúåêòèâíà íà J1.

(2)⇒(1). Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò âñþäó îïðåäåëåííûå

îïðåäåëèìûå óíàðíûå �óíêöèè â ìîäåëè M; íàïðèìåð, f = idM . �

Îïðåäåëåíèå 2.2. (1) ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííóþ ìîäåëü M íàçîâåì

ñëàáî ïëîòíî-p.o.-ìèíèìàëüíîé, åñëè ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê â M ÿâëÿåòñÿ

ïëîòíûì èM ñëàáî p.o.-ìèíèìàëüíà â ñìûñëå [10℄, ò.å. ëþáîå îïðåäåëèìîå
ìíîæåñòâî â M ÿâëÿåòñÿ áóëåâîé êîìáèíàöèåé âûïóêëûõ ìíîæåñòâ.

(2) Òåîðèþ íàçîâåì ñëàáî ïëîòíî-p.o.-ìèíèìàëüíîé, åñëè ëþáàÿ åå ìî-
äåëü ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïëîòíî-p.o.-ìèíèìàëüíîé.

Çàìå÷àíèå. (i) Â [10, ñëåäñòâèå 1.2℄ äîêàçàíî, ÷òî ìîäåëü M ÿâëÿåòñÿ

ñëàáî p.o.-ìèíèìàëüíîé, åñëè è òîëüêî åñëè ëþáîå îïðåäåëèìîå ìíîæåñòâî
â M ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà âûïóêëûõ ìíîæåñòâ.

(ii) Â ðàáîòå [10℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå ïîíÿòèå p.o.-ìèíèìàëüíîé ìî-
äåëè: ýòî òàêàÿ ìîäåëü, â êîòîðîé ëþáîå îïðåäåëèìîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ

áóëåâîé êîìáèíàöèåé èíòåðâàëîâ. Ïîíÿòíî, ÷òî p.o.-ìèíèìàëüíîñòü âëå-

÷åò ñëàáóþ p.o.-ìèíèìàëüíîñòü.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïóñòü f � �óíêöèÿ, îïðåäåëèìàÿ â ÷àñòè÷íî óïî-

ðÿäî÷åííîé ìîäåëè M. ×åðåç (a, b)M îáîçíà÷èì èíòåðâàë â M ñ êîíöàìè

a, b ∈ M . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

(i) f ëîêàëüíî ìîíîòîííà, åñëè ëþáîé îòêðûòûé èíòåðâàë I ⊆ dom(f)
ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî ìíîæåñòâ X, I1, . . . , Im òàêèõ, ÷òî X
êîíå÷íî è äëÿ ëþáîãî i ìíîæåñòâî Ii îòêðûòî, âûïóêëî è äëÿ ëþáîãî

x ∈ Ii ñóùåñòâóþò a, b ∈ Ii òàêèå, ÷òî a < x < b è f ↾ (a, b)M ëèáî ñòðîãî

ìîíîòîííà, ëèáî ïîñòîÿííà;

(ii) f ñîãëàñîâàíà ñ ïîðÿäêîì, åñëè f(x) è f(y) ñðàâíèìû äëÿ ëþáûõ

ñðàâíèìûõ x, y ∈ dom(f).

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü f � �óíêöèÿ, îïðåäåëèìàÿ â ìîäåëè M ñëàáî

ïëîòíî-p.o.-ìèíèìàëüíîé ñëàáî ω-p.o.-lin-ìèíèìàëüíîé òåîðèè è ñîãëàñî-

âàííàÿ ñ ïîðÿäêîì. Òîãäà f ëîêàëüíî ìîíîòîííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìîäåëü M ñëàáî ïëîòíî-p.o.-
ìèíèìàëüíà, ñëàáî ω-p.o.-lin-ìèíèìàëüíà è ω-íàñûùåííà (îïðåäåëåíèå è
ñâîéñòâà ω-íàñûùåííûõ ìîäåëåé ñì. [13℄). Ïîêàæåì, ÷òî

(*) äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî èíòåðâàëà I ⊆ dom(f) ñóùåñòâóþò a, b ∈ I
òàêèå, ÷òî a < b è f ↾ (a, b)M ëèáî ñòðîãî ìîíîòîííà, ëèáî ïîñòîÿííà.

Äîïóñòèì, ÷òî (*) íåâåðíî äëÿ íåêîòîðîãî îòêðûòîãî èíòåðâàëà I ⊆
dom(f). Â ñèëó òåîðåìû 2.1 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f èíúåêòèâíà íà I. Òîãäà â
ñèëó ïëîòíîñòè ïîðÿäêà èíäóêöèåé ïî i < ω ìîæíî âûáðàòü òî÷êè zi, ti ∈ I
òàêèå, ÷òî zi < zi+1 < ti+1 < ti è
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(**) f(z2n) < f(t2n) è f(t2n+1) < f(z2n+1) äëÿ ëþáîãî n < ω.

Â ñèëó ω-íàñûùåííîñòè ìîäåëè M ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a òàêîé, ÷òî

zn < a < tn äëÿ âñåõ n < ω. Ìíîæåñòâî

A = {f(x) : z0 ≤ x < a}

îïðåäåëèìî è ïîòîìó èìååò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî âûïóêëûõ êîìïîíåíò.

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Ñóùåñòâóåò âûïóêëàÿ êîìïîíåíòà A′
ìíîæåñòâà A òàêàÿ,

÷òî f(zn) ∈ A′
äëÿ ïî÷òè âñåõ n < ω (êðîìå, âîçìîæíî, êîíå÷íîãî ÷èñëà).

Âîçüìåì y∗ ∈ A′
. Òàê êàê �óíêöèÿ f èíúåêòèâíà, òî f(ti) /∈ A äëÿ âñåõ

i < ω, îòêóäà â ñèëó (**) ïîëó÷àåì f(t2n+1) < y∗ < f(t2n) äëÿ ïî÷òè âñåõ

n < ω. Òîãäà îïðåäåëèìîå ìíîæåñòâî

B = {x : f(x) > y∗}

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî âûïóêëûõ êîìïîíåíò, ïîñêîëüêó t2n è t2m ïðè

n < m ëåæàò â ðàçíûõ âûïóêëûõ êîìïîíåíòàõ (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç

t2n > t2n+1 > t2m ìû ïîëó÷èëè áû t2n+1 ∈ B, ÷åãî áûòü íå ìîæåò). Ýòî

ïðîòèâîðå÷èò ñëàáîé p.o.-ìèíèìàëüíîñòè.

Ñëó÷àé 2. Ñóùåñòâóþò âûïóêëûå êîìïîíåíòû A0
è A1

ìíîæåñòâà A
òàêèå, ÷òî ìíîæåñòâà

Ai
f = Ai ∩ {f(zn) : n < ω}, i < 2,

áåñêîíå÷íû.

Âîçüìåì y∗ ìåæäó A0
f è A1

f . Èìååì f(zn2i
) < y∗ < f(zn2i+1

) äëÿ âñåõ

i < ω è íåêîòîðûõ n0 < n1 < . . . . Òîãäà àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1 ïîëó÷èì,

÷òî ìíîæåñòâî B èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî âûïóêëûõ êîìïîíåíò. Ýòî ïðî-

òèâîðå÷èò ñëàáîé p.o.-ìèíèìàëüíîñòè.
Èòàê, (*) äîêàçàíî. Ïóñòü C � ìíîæåñòâî âñåõ x ∈ dom(f), äëÿ êîòîðûõ

íå ñóùåñòâóåò îòêðûòîãî èíòåðâàëà J òàêîãî, ÷òî x ∈ J è f ↾ J ëèáî ñòðî-

ãî ìîíîòîííà, ëèáî ïîñòîÿííà. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî C êîíå÷íî.

Äîïóñòèì, ÷òî C áåñêîíå÷íî. Òàê êàê C îïðåäåëèìî è ìîäåëü M ñëàáî

ω-p.o.-lin-ìèíèìàëüíà, òî ñóùåñòâóåò ω-èíòåðâàë I ⊆ C. Â ñèëó (*) ñóùå-

ñòâóåò îòêðûòûé èíòåðâàë J ⊆ I òàêîé, ÷òî f ↾ J ëèáî ñòðîãî ìîíîòîííà,

ëèáî ïîñòîÿííà. Íî ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî èíòåðâàëà J ïðîòèâîðå÷èò îïðå-

äåëåíèþ ìíîæåñòâà C. �

Çàìå÷àíèå. Ëþáàÿ ïëîòíî óïîðÿäî÷åííàÿ ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ ìî-

äåëü ñëàáî ïëîòíî-p.o.-ìèíèìàëüíà è ñëàáî ω-p.o.-lin-ìèíèìàëüíà, à ëþáàÿ
�óíêöèÿ â ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé ìîäåëè ñîãëàñîâàíà ñ ïîðÿäêîì.
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Âîçíèêàåò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ñëàáî ïëîòíî-p.o.-ìèíèìàëüíîé ñëà-
áî ω-p.o.-lin-ìèíèìàëüíîé, íî íå ñëàáî î-ìèíèìàëüíîé, ìîäåëè. Ñëåäóþ-

ùèé ïðèìåð äàåò îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.

Ïðèìåð. Òàêîé ìîäåëüþ ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûé óíèâåðñàëüíûé îäíîðîä-

íûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê [10, ïðèìåð 6.3℄. Íàïîìíèì åãî ïîñòðîåíèå.

Ïóñòü K � êëàññ âñåõ êîíå÷íûõ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ. ßñíî, ÷òî K çà-

ìêíóò îòíîñèòåëüíî èçîìîð�èçìîâ è ïîäìîäåëåé. Ïîêàæåì, ÷òî îí îáëà-

äàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(JEP) åñëè P1,P2 ∈ K, òî ñóùåñòâóþò P3 ∈ K è èçîìîð�íûå âëîæåíèÿ

gi : Pi → P3, i = 1, 2 (ñâîéñòâî ñîâìåñòíîãî âëîæåíèÿ);

(AP) åñëè P0,P1,P2 ∈ K è fi : P0 → Pi � èçîìîð�íûå âëîæåíèÿ, òî

ñóùåñòâóþò P3 ∈ K è èçîìîð�íûå âëîæåíèÿ gi : Pi → P3, i = 1, 2, òàêèå,
÷òî g1 ◦ f1 = g2 ◦ f2 (ñâîéñòâî àìàëüãàìèðîâàíèÿ).

Â ïðåäïîëîæåíèè ∅ ∈ K ñâîéñòâî (JEP) áóäåò ÷àñòíûì ñëó÷àåì (AP).

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òîëüêî (AP).

Ïóñòü Pi = (Pi, <i), i = 0, 1, 2. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f1 è f2 � òîæäå-

ñòâåííûå âëîæåíèÿ è P0 = P1 ∩ P2. Îïðåäåëèì P3 = (P3, <3), ïîëàãàÿ
P3 = P1 ∪P2 è x <3 y, åñëè x <i y èëè x <j z <1−j y äëÿ íåêîòîðûõ i, j < 2
è z ∈ P0; äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ x, y ∈ P3 ïîëàãàåì ¬(x <3 y). ßñíî, ÷òî
P3 ∈ K. Â êà÷åñòâå gi áåðåì òîæäåñòâåííîå âëîæåíèå Pi → P3, i = 1, 2.

Â ñèëó [14, Theorem 7.1.2℄ (òåîðåìà Ôðàèññå) è [14, Theorem 7.4.1℄ ñó-

ùåñòâóåò ñ÷åòíûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê UP (íàçûâàåìûé ïðåäåëîì Ôðàèññå

êëàññà K) òàêîé, ÷òî

(1) êëàññ èçîìîð�íûõ êîïèé åãî êîíå÷íî-ïîðîæäåííûõ ïîäìîäåëåé

ñîâïàäàåò ñ K;

(2) UP îäíîðîäåí, ò.å. ëþáîé èçîìîð�èçì ìåæäó åãî êîíå÷íûìè ïîä-

ìîäåëÿìè ïðîäîëæàåòñÿ äî àâòîìîð�èçìà;

(3) òåîðèÿ T = Th(UP) ÿâëÿåòñÿ ω-êàòåãîðè÷íîé è äîïóñêàåò ýëèìè-

íàöèþ êâàíòîðîâ.

Èç (1) è (2) ñëåäóåò, ÷òî ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê UP ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì è

óíèâåðñàëüíûì (ò.å. â íåãî èçîìîð�íî âêëàäûâàåòñÿ ëþáîé ñ÷åòíûé ÷à-

ñòè÷íûé ïîðÿäîê). Èç ïëîòíîñòè UP ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ìîäåëü òåîðèè T
ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì. Èç ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ ñëå-

äóåò, ÷òî UP è ëþáàÿ ìîäåëü òåîðèè T ÿâëÿþòñÿ p.o.-ìèíèìàëüíûìè. Èç
îäíîðîäíîñòè è óíèâåðñàëüíîñòè UP è èç ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ íåòðóä-

íî âûâåñòè ñëàáóþ ω-p.o.-lin-ìèíèìàëüíîñòü UP, îòêóäà ïîëó÷àåì (â ñèëó

ω-êàòåãîðè÷íîñòè) ñëàáóþ ω-p.o.-lin-ìèíèìàëüíîñòü òåîðèè T .
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